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R esu m o
Nesta dissertação estudamos o com portamento dinâmico de dois modelos ferro­
magnéticos através da equação m estra. No primeiro deles, consideramos o modelo 
de Ising em um  gradiente de tem peratura e determinamos os estados estacionários 
através das prescrições de Metropolis e Glauber. Mòstramos que na ausência de cor­
relações os estados estacionários são diferentes, enquanto que levando-se em conta 
correlações entre primeiros vizinhos os estados estacionários são os mesmos. No 
segundo modelo, determinamos o diagram a de fases do modelo de Ising dinâmico 
em um  campo aleatório na  situação estacionária. Mòstramos que os estados esta­
cionários coincidem com os de equilíbrio para  todo o espado de parâmetros com 
exceção das vizinhanças das transições de prim eira ordem.
A bstract
In this thesis we study the dynamical behavior of two ferromagnetic models 
through the m aster equation. In the first, we consider the Ising model in a tempe­
rature  gradient and we find the stable states through the Metropolis and Glauber 
prescriptions, we show th a t in the absence of correlations the stable states found 
through both prescriptions axe different, while taking into account the correlations 
betwen first neighbors the stable states are the same. In the second model we 
calculate the phase diagram for the dynamical Ising model in a random field for 
the stable states. We show th a t the stable states agree with those determine in 
eqmlibrium in all the param eter space with exception of the neighborhood of the 
first order transitions.
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C apítu lo  I 
Introdução
Neste trabalho estudamos o comportamento dinâmico de sistemas magnéticos, foca­
lizando, em especial, transições de fases de um estado ordenado paxa outro desordenado. 
O modelo mais simples é aquele no qual o sistema é um a rede de spins, onde associamos 
a cada ponto da rede um a variável ai, tal que ai pode assimiir somente os valores dbl, 
os quais estão relacionados aos estados “up” e “down” dos spins da rede. Assumimos 
que entre os spins vizinhos mais próximos exista um acoplamento de troca uniforme. Tal 
modelo matemático é chamado de modelo de Ising, o qual pode ser resolvido exatamente 
somente em tuna e duas dimensões no estado de equilíbrio termodinâmico.
Se colocamos nosso sistema sujeito a um  agente externo, devemos esperar transições 
entre os valores das variáveis, nos diversos pontos da rede. Tms flutuações no tem po nos 
perm ite descrever o estado de cada spin como uma função aleatória do tempo, através de 
um a distribuição de probabilidade dinâmica. Se tornarmos o tempo imia variável discreta 
nós podemos construir o chamado processo de Markov^^K
Quando consideramos processos nos quais os efeitos de memória podem ser despreza-
y '
dos, pu  seja, a probabilidade de cada transição depende unicamente do passo precedente, 
e não de sua história,.e se as transições entre os ralores das \"ariáveis ocorrem unicamente
em passos pequenos, podemos escrever equações para a evolução da distribuição de pro-- 
habilidade dos processos, que se reduzem aproximadamente a  equações diferenciais parciais 
da densidade de probabilidade.
Uma descrição estatística completa para  o modelo de Ising dinâmico consiste no co­
nhecimento da probabilidade P(cti,<72, . . . ,  cr„,<), de que no instante t o sistema de spins 
esteja no estado {<tí, (T2 , . . . ,  cr„}. Se escrevermos que a probabilidade de transição por 
unidade de tempo, para  que o i-ésimo spin troque do estado -1-cr, para o estado —<Tj é 
Wi{(Ti), a equação diferencial apropriada paxa o modelo de Ising é;
^P ((T i,< 72 ,...,0 -n ,í) =
N  N
, <72,..., tr,-,. . .  <7„, í) -f- ' ^ W i { - a i ) P { a i , <72, . . . ,  -<Tí, . - -, <t„, t). (1.1) 
i=l i=l
A equação (1.1) é cham ada de equação mestra^^^ e descreve a  evolução temporal paxa cada 
um dos 2 ^  estados possíveis do sistema. Observe que Wi(ai) é a probabilidade por unidade 
de tempo do spin m udar do estado ctí para —cr,, enquanto que !«;;(—cr,) é a  probabilidade 
por unidade de tem po do spin m udar do estado —cr, para -|-cr,.
No estado estacionário, quando ^  =  0 a equação m estra se reduz a:
N  , N
'^Wi{ai)P^g{ai , cr2 , . . . ,  (Ti,. . .  ,(7„) =  , -<Tí, . . . ,  cr„). (1.2)
t=i i=i
Esta condição, cham ada de condição de balanço, apenas em algvms casos pode ter solução. 
Desta forma nos valemos de um a condição bastante forte, que é o chamado princípio do 
balanço detalhado^^^. A condição de balanço detalhado implica na igualdade, termo a 
termo, da equação acima, ou seja,
Wi(ai)Peg((Tl , <72, . . . , <Ti, . . . , <7„) =  Wi(-ai)Peg(ai , (T2, . . . , “ ÍTi, . . . , <T„). ( 1.3)
Com essa condição, Glauber resolveu exatam ente o modelo de Ising em uma dimensão 
através de um a escolha apropriada para a taxa de transição iü,(ctí).
Discutiremos no segundo capítulo o modelo de Ising sujeito a um gradiente de 
temperatura^^^. Como este é um sistema genuínamente fora do equilíbrio, estaremos in­
teressados em determ inar os estados estacionários desse sistema, onde cada spin está em 
contato com um  banho térmico diferente. Esse modelo de alguma forma é semelhante ao 
estudado por Tom é e de Oliveira^'^^, onde o gradiente de tem peratura é simulado por tmi 
processo de Kawasaki. Calculamos os perfis de magnetização e, em particular, quando o 
gradiente de tem peraturas é nulo, determinaremos a tem peratura crítica do sistema em 
uma, duELS e três dimensões, utilizando distribuições de probabilidades para um único spin 
e para paxes de spins. Comparamos os resultados obtidos, escolhendo-se duas taxas de 
transição diferentes. U m a delas, é a prescrição de Aíetropolis ^^ ,^ muito utilizada em simu­
lações de Monte Cario. A outra será a prescrição proposta por GlauheA‘^K Se apenas o
spin <T, sofre um a transição do estado o-,- —> -cr,, a variação na energia do sistema é dada 
por
A E j  = + 2 J a i ( y ^ a j )  (1.4)
jjíi
A prescrição de Metropolis é expressa por
,  ^ ( I  s e A E i < 0 ,
Wi(<7i) = < (1.5)
t  e para  A E i  > 0
Podemos também escrever um a taxa de transição, semelhante à anterior, porém norma­
lizada, isto é,
= — ----^ÃÊT (1-6 )
1 + e ^ bt
Como podemos observax essa taxa de transição é na realidade a  própria prescrição de 
Glauber.
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onde Si =  ctí
K b T ^ .  " j#«
Como
cosh{cTiSi) =  cosh(si)  ,
vemos que
=  ^[1 -  > ( 1-7)
que é a  própria expressão utilizada por Glauber no seu estudo da dinâmica do modelo de 
Ising unidimensional.
No terceiro capítulo, discutiremos a dinâm ica do modelo de Ising sujeito a um campo 
magnético aleatório, na  aproximação de campo médio. Mostraremos que a transição de 
fases contínua desse modelo coincide com os resultados obtidos por Aharony^^^ na situarão 
de equilíbrio termodinâmico. Entretanto, o método que utilizamos só permite determinar 
o limite de estabilidade da fase ferromagnética, neste caso nossos restiltados são diferentes 
daqueles determinados no equilíbrio termodinâmico.
C ap ítu lo  II 
O M od elo  de Ising em  um  G radiente de T em peratura
Considere um a rede com N spins de Ising com interações ferromagnéticas entre pri­
meiros vizinhos, em um a rede quadrada. Na direção y introduzimos condições periódicas 
de contorno, o que tam bém  será considerado para um a direção z se a rede for cúbica. Na 
direção x, nós consideramos a  condição de contorno de que todos os spins são fixos para 
i= 0 , ou seja, não se alteram  devido ao contato direto com o banho térmico. Assim, os spins 
n a  fila i= l ,  comportam-se como se interagissem com o campo magnético externo, imposto 
na fronteira i=0, sujeitos a um gradiente de tem peratura linear na direção x. Vamos supor 
que a tem peratura em um a extremidade seja T a , enquanto na ou tra  Tg,  sendo Ta  > Tb - 
Assim, a tem peratura em um dado ponto i (cadeia linear), ou num a dada colima i (rede 
quadrada), ou ainda num dado plano i (rede cúbica) pode ser escrita como :
Ti = Tb  + í6 , (2 .1)
onde
(2.2)
é o gradiente de tem peratura. O Hamiltoniano considerado é dado pela seguinte expressão:
(í.j)•V/
onde a soma é sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos e J  > 0, sendo J a 
m agnitude da interação de troca ferromagnética.
O estado do sistem a é representado por cr =  (crj, <T2, . . . ,  (Tat), onde cr, é a  variável de 
spin no ponto i e pode assum ir os valores ± 1. O estado do sistema evolue no tempo de 
acordo com o processo descrito pela dinâmica de GlaubeA^K Seja P(cr,í) a probabilidade 
do estado cr no tem po t. A evolução de P((x,t) é dada pela Equação M e s íra ^ :
-  P{(T,t)w{a,a)],  (2.4)
sendo w{a ,cr)/T a probabilidade, por unidade de tempo, da transição do estado a’ 
para  o estado a, se o sistema está no estado a .
O processo é descrito pela dinâmica de Glauber, onde:
............................, (2.5)
s e n d o  q u e  W i { a )  é  a  p r o b a b i l i d a d e  d o  s p i n  i m u d a r  s e u  e s t a u io  d e  a i  p a r a  —<7,.
O contato local com o banho térmico à tem peratura Ti, pode ser simulado usando-se 
a prescrição de
f  1 p a r a  A E í <  0
Wi(cr) =  <
[ para A E í > 0 ,
ou a prescrição de GlaubeA^^ ,
’ (2-6)
1 + e ^ b Tí
onde A E i  é a  variação na  energia obtida depois do spin i trocax de estado. Seja E í{ú í ) a 
energia do sistema antes da m udança de estado, e E f { —ai) após a  mudança. Assim, por 
exemplo, em um a dimensão:
Ei(ai)  =  A — Ja i(a i+ i  +  a i- i ) ,  
E f ( - a i )  =  A +  J(Ti{ai+i +  cr,_i), 
A E i  =  2 J ( T i { a i - i  4-(Tí-(.i) , (2-7)
sendo A um a constante.
Seja <  f{cr) > a  média da função de estado f(cr), então
<  f((^) >= ^ f ( a ) P ( c T , t )  , (2 .8)
{<^}
onde a soma é realizada sobre todos os estados possíveis do sistema no instante t.
A equação para  a  evolução temporal da magnetização <  <tí >  do spin situado no 
ponto i, e para a função de correlação < aicrk > dos spins primeiros vizinhos i e k, pode
ser derivada a p artir da Equação Mestra. Assim temos:
-A  
dt <  o-i(í) > =  - 2  < ai{t)wi{ai{t)) >  , (2.9)
< CTi(t)ak{t) > = < -2aiakWi{ai) > + < -2aicrkWk{crk) > , (2 .10)
onde as probabilidades para  um par de spins ■, (^ 2 ) e para um único spin Pi(<ti)
são dadas por
Pi(<^i) =  ^ ( 1 +  mi<7i) , (2 .11)
-Pi2(<Ti,cr2) =  ^ (1  +  miCTi +  m202 +  raia2) , 
onde m i ,2 = <  <^1,2 >  e r = <  a \a 2 > .
Assim, examinaremos dois tipos de clusters ,cujas probabilidades são dadas aproxi­
madamente :
n  . (2 .12)
( p r i  m . t J Í2 í n . d e l  )
no caso de um único spin (Tj , e
p / T V  TT  j-r P l2Í(ri,(T2)
n  n  - 1 ^  • (2 ' 3)
(prim.vizin.del) (prim.vizin.de2)
para um par de spins vizinhos mais próximos cri e >2  .
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2.1 S istem a U n id im en sion al Sem  Correlações
Consideremos inicialmente a prescrição de Metropolis. Sendo Pí{ctí) a probabihdade 
do spin no ponto i assumir o valor ctí, teremos ;
-Pi(o-i) =  ^(1 +  m,-£7i) ,
<Ti =  ± l
Também
mi =< ai > =  ^  aiPi(ai) .
t 7 , = ± l
A equação para  a evolução temporal da magnetização no ponto da rede i é dada por
d
= <  -2a i { t )w {a i { t ) )  >  ,
sendo que
< a i { t ) w i { a i { t ) )  > =  ^  a i X V i { a , ) P ( a i )  . (2.14)
iO't- 1
Como estamos desprezando correlações, podemos escrever que
P { a i - i , a i , a i + i )  =  P ( a i - i ) . P ( a i ) . P { a i + i ) .  (2.15)
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Portanto temos a  seguinte tabela para as configurações do cluster considerado:
(Ti-Í (Ti <^ i+l A E , Wi(ai) P M P ( ^ i - i ) Picr.+i)
+ + + +4J
- 4 J
e ^ B T i 1(1 +  m .) 1(1 +  mi) 1(1 +  m .)
+ + - 0 1 1(1 +  mi) |( 1  +  mi) 1(1 -  m,)
+ - + -4J 1 1(1 -  mi) 1(1 +  mi) 1(1 +  mi)
+ - - 0 1 1(1 -  mi) 1(1 + mi) 1(1 -  mi)
- + + 0 1 1(1 +  m.) 1(1 -  mi) 1(1 +  mi)
- + - -4J 1 1(1 +  mi) 1 (1 - m i ) 1(1 -  m i)
- - + 0 1 1(1 -  mi) 1(1 -  mi) 1(1 +  mi)
— - - + 4J
- 4 J
e ^ B T i 1( 1 - m i ) 1(1 -  mi) 1(1 -  mi)
Desta forma, obtemos a seguinte equação para a evolução temporal da magnetização 
no ponto i da rede:
=  ai{m i- i  +  rrii+i) + ^ i m i  + 7 7^72, ,  (2.16)
12
1
A = + 3) ,
7i =  «i , (2.17)
sendo que
Jki = KbT,
Os estados estacionários tendo ao =  1 como condição de contorno, implicam que
0 =  « 1(1 +  1712) + ^iTUi +  7im im 2 ,
0 =  « 2 (^ 1  +  ma) + /32»Ti2 +  72mim2m3 , (2.18)
A solução homogênea, m i, m 2, . . .  =  0 não satisfaz o conjunto de equações acima, a menosi
que a i  =  0, ou seja, Ti —> 00 . Porém, em nosso caso, considerando a tem peratura de ao 
finita a solução homogênea não é possível para um gradiente finito de tem peraturas. Se 
todos os ki — 00 ( T,- —> 0) , teríamos
1
~  9. '
-  2 ’
e os estados estacionários nos dariam;
1 3 1
0 =  - ( 1  +  1712) -  +  - m im 2 ,




Podepios ver claram ente que, neste caso, a única solução possível será aquela na qual todos 
os spins estão com magnetização igual a um. Agora, se =  0 , i =  1, 2 , . . . ,  iV (T, —^ 00), 
teremos
com
a  =  0 , 7  =  0 , /? =  — 2  e
0 =  o;(l +  7712) — 2m\  -f 7 m im 2  , . 
a ==7 =  0 = > m i = 0 ,
0 =  a(m i +  ma) -  2m 2 +  707,17712023 ,
0  =  7  =  0 ^  7772 =  0 , etc . . .
(2.20)
ou seja, mesmo que o primeiro spin esteja fixo, com o ^"alor itiq =  1 e todos os outros em 
um a tem peratura infinita, mi — 0 para i =  1 ,2 .3 ,.. .  . Se não considerarmos nenhuma
condição de contorno para cto, e colocarmos To =  0 , a solução estacionária será
a-omo +  Í^ Qi-ni =  0 ,
7 i(mo +  m i) + /3imi +  a im o m im 2 =  0 , (2 .21)
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e podemos notar que um a solução possível neste caso ém o =  m i = . . .  =  m ;v = 0 .
Na realidade, essa é a única solução possível. Por exemplo, \’Binos supor que a mag­
netização na fronteira seja mo diferente de zero. Neste caso ,
m i =  - ^ ' ^ 0  , (2 .22 )
(yn 1 4- f,ko 1 „ — ko
-—  =  -  cotgh(ko) . (2.23)
Se
e m i =  mo. (2.24)
Se To ^  0 m i  = cotgh{ko)mo ,
logo m i > mo. (2.25)
Ainda:
ai{mo + m.2 ) + 13-imi + aim,o7nim2 =  0 , (2.26)
a i(m oín i +  l)m -2 =  - B in i i  -  Qimo, 
jSimi + a im oma = -----—--------- r, (2.2/)ai(l-t-mo77?i)
/?! -f »1 tanh(ko) 
m,2 = --------— ----------
1 -1- 3
Como — tgh{ko) +  cotgh{k\) >  0 ,
 ^ ( l-e -4 * = i)  ’ 
então 77Î2 > m i mesmo que To =  0 .
Ou seja, verificamos que a  medida que a tem peratura cresce, as respectivas magnetizações 
tam bém  crescem. Assim a única solução que deve ser fisicamente aceitável é m, =  0, 
z =  1, 2 , . . .  .
Voltando às equações (2.16) e (2.17), podemos particularizar os resultados obtidos 
tomando-se 6 =  0 , ou seja , a cadeia unidimensional em contato com um banho térmico a 
um a dada tem peratura T . Se consideramos um ponto no interior do cristal unidimensional, 
que esteja distante da extremidade da cadeia, podemos considerar que m ,_i =  m,- =  
= m, se i »  1. Neste caso, resulta a seguinte equação para a magnetização no 
interior do cristal unidimensional;
dm  ,
r -—  =  2am  -F /3m -(- am  (2.29)dv
15
IG
onde a  =
/? = +  3),
sendo
Jk = K bT
Próximo à transição de fases, onde m deve ser muito pequeno, podemos escrever que
dm
dt
— X f tn  H- o(m ) ,
onde
que pode ser escrito como
Notamos que A^ ? <  0, para qualquer valor de tem peratura, ou seja, a fase ferromagnética, 
se existir, é instável. Infelizmente, a prescrição de Metropolis, m ostra que a fase fer­
romagnética é instável mesmo para T = 0, o que não é razoável, pois esperamos que a 
tem peratura crítica do sistema unidimensional seja nula. Além disso, como não estamos 
Considerando correlações, deveríamos esperar um a tem peratura crítica semelhante àquela 
dada pela teoria de campo médio, ou seja, Tc =  2 J  (caso unidimensional).
Na figura 2.1 mostramos o com portam ento da magnetização na situação estacionária 
em função da posição na cadeia linear. Consideramos como condição de contorno que Tq =
0 e mo =  1, para diferentes valores de A =  mede a razão entre o acoplamento de
intercâmbio entre primeiros vizinhos e o gradiente de tem peraturas. Notamos que com a 
prescrição de Metropolis, a magnetização atinge um valor nulo bem próximo à extremidade 
da cadeia, dependendo muito fracamente da razão A.
" 17
no estad o estacionário  para a cadeia  linear.
Curva a ( A =  10.0 ); b ( A =  1.0 ); c ( A =  0.3).
Vamos estudar agora a cadeia linear, levcmdo-se em conta a prescrição de Glauber, 
ainda sem levar em consideração as correlações. Neste caso a probabilidade de transição
18
tem a seguinte form a :
Assim, teremos as seguintes configurações para o cluster;
( ^ i - l ( ^ i < t^+l A E , W i ( c T i ) P ( ^ .- i )
+  , + + +4J
- 4 J  
e ^ B  Ï'i • 1(1 +  m.) 1(1 +  r r i i ) j ( l  +  m i )
+ + - 0 1 |(1  -|- m,) |(1  +  m,) 1(1 - m , )
+ - + -4J 1(1 -  m.) 1(1 +  m i ) ' 1(1 + mi)
+ - - 0 1 1(1 -  r r i i ) 1(1 +  m i ) 1( 1 - m i )
- + + 0 1 1(1 +  m,) 1(1 -m O 1 | ( l  +  m,i)
- + - -4J
+ 4 J
1(1 +  mi) 1(1 -  m.O1 1 ( 1  -  m i )
- - + 0 1 1(1 -  r u i ) 1(1 -  m,, ]1 1(1 + mi)
— — — +4J
- 4 J
C ^ b T ; 1(1 -  m,) 1(1 -  m.,;) 1 ( 1  -  m.i)
Como;
= <  - 2 ( 7 i { t ) w { ( 7 i { t ) )  > ,  (2.31)
^ r n i =  5 3  (2.32) 
^ m i  =  ai rr i i  +  /?i(m,-_i +  m,+i) +  7 im ï_im im ,+i, (2.33)
19
onde
4 J  _  4 J
e ^ B ^ i  e  ^BTi
a i  =  -4[1 -1------------ --------1-------------- jj—
(1 + e^BTi)  ( i  +  e k]P7)
g K ^ T . e  KBT-i
=  4[-------- -  --------------- — -],  (2.34)
7. =  4[1 -  
Entâxa, podemos escrever que
(1 +  e ^ B ï.) 4J J(1 +  e ^BTi)
A J 4 J
e ^B Ti e t<B 'i i
(1 +  e^sT i ) (1 +  e ’<B'Ti)
d  ^ ^
— mi = ~  4m,- -  4 ----------^ — m, 
dt---------------------- (1 +  e ^ i ^ )
4 J
4 _4j -|- 4 7Tli_i
( l  + e^BTi)  (1 _i_e^^flî’. )
- 4 J
e e
— 4 m ,_i -f 4 — -^------jj— m,+i
(1 +  e^B^i) (1 +  e^^^i^)
e^sT;
-  4 --------- r i j —m,+a +  4m.,i7î,_im,+j
(1 +  e^Bï-.)
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- 4 J  4J. K B T;
(H -e«B '^v) ( i  +  e ^ a n )
Se considerarmos o caso no qual a tem peratura é uniforme, e tomarmos pontos no 
interior do cristal suficientemente afastados da extremidade, ou seja, se m j_i = mi — 
rrii+i = m, p ara  i >> 1, podemos escrever que
dt
onde
dm  ^ ^
Am +  o(m ) ,
4 J
A =  - 4  +  4 -----
(1 + e ^ )
- 4 J
- 1 2 --------- r r r -  ■ (2.36)
(1 +  e ^ )
Neste caso, podemos m ostrar que A =  0, para  T=0. Ou seja, a prescrição de Glauber, 
mesmo na ausência de correlações, fornece o valor correto da tem peratura crítica do sistema 
unidimensional. Se T  >  0, A é sempre negativo, o que implica que a fase ferromagnética 
será sempre instável em tem peraturas finitas.
Na figura 2.2 exibimos o comportamento da magnetização na situação estacionária 
em função do ponto de rede i ( note que T(i) =  8i e m^ =  1 ), para diferentes -v-alores da 
razão A -
21
no estad o  estacionário para a cadeia linear.
Curva a ( A =  10.0 ); b ( A =  1,0 ); c ( A =  0.3).
Os gráficos das figuras 2.1 e 2.2 foram construídos tomando-se 22 pontos na cadeia 
linear e usamos como condição de contorno que a  magnetização do 22-  ponto fosse igual 
à  do 21-  ponto. Essa condição é bastante razoável, visto que quando estamos bastante 
distantes da extrem idade da cadeia, o comportamento é característico do que ocorre no 
interior do sistema, o\i seja, os efeitos de superfície são desprezíveis. Ao contrário da 
prescrição de Metropolis, o decaimento da magnetização é muito mais suave utilizando-se 
a distribuição de probabilidade de Glauber.
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2.2 S istem a U n id im en sion a l G om  G orrelações
Levando-se em conta as distribuições de probabilidades dadas pelas equações 2.12 e 
2.13 é fácil verificar que se i > >  1, teremos;
d m[3 + 2r — r"^ ] + 4m^ e (1 — r)^ ^  ^ ^
l-h m 2  r T ^ ' ^ " ' T T ^ r + l 4 r - 2 m ( l - 0  , (2-36)T - r m  =  dt
,-4Jt n4k
(2.37)
A solução estacionária nos fornece
dr
dt




Podemos escrever ainda que:
como
2(q'_ +  a^.) +  r ( a _  -  o:+) +  r ^ (a -  -  «+ ) =  0 ,
, - 4 k „4fc
a _  +  =




2 — tgh(2k)r — tgh(2k)r^ =  0
Notamos que a única solução possível desta ú ltim a equação é r  =  l e T  =  0. A equação 
para a magnetização pode ser escrita como
Ó/TTl /  ^\r — =  —Am +  o ( m )  ,
onde
-4 fc „4fc
1 + e 1 +  e
S e r  =  l e T  =  0, então A =  0, ou seja, a  tem peratura crítica é nula no caso do sistema 
unidimensional com correlações e taxa de transição do tipo Glauber.
2.3 S istem a B id im en sion a l Sem  C orrelações
Vamos agora considerar um sistema bidimensional, onde supomos que todos os spins 
num a dada fila i, estejam num a mesma tem peratura T,-. Seguindo os mesmos procedimen­
tos utilizados para o modelo unidimensional, tomamos inicialmente a taxa de transição de 
M  etropolis^^^:
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( 1 para A E i  <  0 ;
'Wi(cXi) — <
 ^ ^  Xe^BT,  p a ra A E , > 0  .
Assim, a energia do sistem a será dada por:
Ei(aij)  — —J  ( i^j( i^’j'
onde a soma é sobre todos os pares de vizinhos mais próximos ( i , j )  e {i , j  ) na rede 
quadrada.
Após invertermos o spin a i j ,teremos
E f { —aij) =  + J  (TijCTjiji .
Explicitando a energia antes e depois da inversão teremos
Ei{cTij) = A  — J a i j { a i - i j  -t- CTi+ij -f ctíj- i + o-j.j+i) ,
25
E f ( - a i j )  =  A +  J a i j { a i - j j  +  a i + i j  +  i
onde A é uma constante. Assim a variação da energia é dada por
AEij  — 2Jai j{(Ti-i j  +  CTi+i,j +  •
A probabilidade de se encontrar um  determ inado spin no estado ctíj é dada por
PijWij)  =  2^  ^ rriijaij). (2.38)
Supondo que o gradiente de tem peratura, está apenas na direção x, podemos escrever que
<  CTij > =  rriij ~  rrii,
d >= -  < 2aijWij{a) >,
=  - 2  <  aijWij{a) >  ,
onde
< aijWij(aij) > =  ^  aijWij{aij)Pc{a) , (2.39)
■"•.J -  1
sendo que na ausência de correlações, podemos escrever que
Pc{a) =  P { a i j ) P { a i - i j ) P ( a i + i j ) P { a i j _ i ) P { a i j + i )  .


































































































































e ^ B T i
e^^BTi
A equação de movimento, para a magnetização por spin da i- ésima linha, será dada
por:
+  ^{{rrii^i +  ín ,_ i +  2m,)
at ib
+  S i { 2 m i + i i 7 i i - t m i  +  }, (2.40)
onde
ai = 22 + 8e ^ ^  + ,
/3i = -6  + Ae~^i + 2e T ^ ,
7i = -2  + 2e^í^,
6i = 2 - A e ^ + 2e ^ ,
- 4 J  - 8 J
=  6 - 8e^si'. + 2e^fl^. .
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As soluções estacionárias, neste caso, são obtidas a partir de
d
5 "“ = “•
Se a tem peratura é a  mesma para qualquer valor de i, podemos determinar as soluções no 
interior do sistema, fazendo-se
rrii =  mi+i =  m,_i =  m. (2.41)
Neste caso obtemos
0 = (ct + 4;9)m-h o(m^ ).
A tem peratura crítica pode ser obtida a  partir da condição
a =  -4/?.
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o que nos dá
2 -  24e~^ *^  -  10e~®* = 0
A solução desta equação nos fornece
_4fc - 1 2  +  x/164 
10
logo =  1.58 . (2.42)
Observamos que este valor, não corresponde ao valor esperado na teoria de Ccimpo 
médio — 4, em bora não estejamos levando em conta as correlações, ou seja, a pres­
crição de Metropólis, sem correlações, não le \^  ao estado de equilíbrio esperado na apro­
ximação de campo médio. Esse mesmo resultado, pode ser observado no trabalho de 
Tomé e íieOliveiraí®^, se colocamos r= 0  (ausência de correlações), e desprezamos o fluxo 
de energia sobre o sistema.
Consideremos agora o mesmo problema com a dinâmica de GlaubeA^\ onde tomamos 
a taxa de transição normalizada.
e - ^ A E ,
= T T Fíãê-- (2-«)
Não apresentamos aqui a  tabela de configurações, com os seus respectivos pesos.
A equação para  a evolução da magnetização é dada pela seguinte expressão:
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= <  - 2 a i j ( t ) w ( a i j { t ) )  > , (2.44) 
< a i j Wi j { c r i j )  > =  ^  a i j w { a i j ) P { a i j ) .  (2.45)
Levando-se em conta que ainda estamos desprezando as correlações, podemos escrever que
(1 + A m i,j)(l +  5m i+ i,j)(H -C m i_ i,_ ,)
(1 +  D rr ii  j + i ) { l  + E r r i i j - i ) a i j ,  (2.46)
onde
B  =  a i + i j  , (2.47) 
C =  (Ji—i j  , 
D  =  (Ti,j+1 ,
£■ =  a, .
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Temos então :
O coeficiente de é ; 
+  8  j r .  +  3;
O coeficiente de (rrii^i +  ?7ít-i) é ; 
g 8fct 0
+ 2—----7T - - 2:
1  +  e - 8 f c i  I  _j_ g S f c i  2  _|_ e - 4 f c i  2  +  ’
O coeficiente de mj(mi-^.■l +  é :
+ 1 , -Æ' ~ 2- : + 2 -  11 +  e 1 +  1 +  e 1 +
O coeficiente de m? é :
g -8fci g8i.-
+  : r r ---- 5T7 — 1 •l  +  e-8fc .' l  +  e«''--
' S"'-
Considerando o caso no qual a  tem peratura é uniforme, e levando-se em conta que 
estamos distantes da superfície ( i= 0), podemos considerar que rriij = =  rrii-i j =




V  =  Í T ^ - r r ? í  +  S í T F « +
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, - 8 f c „8fc ,- 4 f c
+ 3 +
1 +  e - 6 k 1 +  e
+ 2
1 +  e -4 fc
- 2-1 + e4k
Na situação estacionária, a tem peratura crítica da transição é dada por = 3.00. Esse
valor difere completamente do obtido usando a prescrição de Metropolis.
Na figura 2.3 apresentamos o gráfico da magnetização em função da linha i de spins, 
onde i designa a distância à partir da superfície. Na superfície tomamos mo =  1 e T  =  0. 
Portanto, esse gráfico descreve o comportamento da magnetização dos estados estacionários 
ã m edida que a tem peratura cresce na direção do interior do cristal bidimensional.
I
Figura 2.3 ” M agnetização  M versus a posição I,
que designa a i-ésim a linha  do crista l bidim ensional, 
no estad o  estacionário  .
Curva a ( A =  7.0 ); b ( A =  5.0 ); c ( A =  3.0).
Biblioteca Universitária 
U F S C
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Esses gráficos foram construídos tomando-se 30 linhas da rede, usando-se como con­
dição de contorno que a magnetização da 30- linha é à igual da 29- linha. Podemos avaliar 
a tem peratura crítica, por exemplo, observando em torno de qual plano a magnetização 
vai a zero. Se tom arm os um determinado valor de A =  7^ ,  a  magnetização vai a zero 
nas vizinhanças da linha ic, onde Tc = 6ic, ou seja, Tc ~  Podemos notar que se
A =  5, ic =  21, o que fornece um valor para  K b Tc = 4 ,27, que não é muito diferente do 
valor obtido na aproximação de campo médio se o sistema está em contato com um banho 
térmico uniforme.
2.4 S istem a B id im en sion al C om  Correlações
Vamos considerar somente o caso de tem peratura uniforme, e levar em conta as cor­
relações entre pares de vizinhos mais próximos, cuja distribuição de probabilidades é a 
mesma do trabalho de Tomé e de O/iueiraW . A equação de movimento para a magne­
tização é dada por :
r - ^ m  =  -  < 2w(ao)(7o > , 
dt
onde
< a o w { a o ) > =  aow{ao)Pi{ao) J J   ^ (2.49)
0-o,...,CT4
=  ^  <^0«^(<^0)p37^í’l2(<70,O-l)Pl2((70,O-2)Pl2(<T0,<r3)Pl2((70,Cr4),
sendo que
34
■Pi2(<7o ,<7i) =  ^ ( 1  +  m (<7o +  <Ti) +  r a o a i ) ,
P\{<yo) = ^(1 + mero).
Realizando-se essas somas sobre as configurações dos spins do cluster, é fácil de se 
verificar que ;
r ^ m  =  - 2  <  u;(cro)<To > =  Xpm  +  o(m^) (2.50)
onde Ap = [—:^3 (1  +  r)^ (l — 2r)
16 '   ^  ^ ^1 +  e - 8*^
8k
- 6( l-r )^ - e+
- 4k
+  2 4 ( l - r ) " ( l  +  r)2
-  8(1 -  r)»(l +  3 r ) ^ - ^  (2.51)
1 + 
+
+  6 ( l - r ) 2 ( l  +  r ) ( l - 3 r )
Podemos igualmente determ inar a  equação de movimento para  a  função de correlação, 
entre os spins vizinhos mais próximos.
<  ai(T2 >  = <  -2(710-2^1 (cri) >  +  <  -2cri<72U)2(o-2) >,
<  í7ia2UJl(cri) >  =  ^ 1^ 2U^l(o-l)Pc/«ster-
con f i g .
Como estamos interessados na transição de fases, entre as fases ferromagnética e para- 
magnética, podemos colocar m = 0 , nesta liltima equação.
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Finalmente, obtemos que :
r ~ ^ í ( r , k ) .
onde
f { r , k )  =  A.[(l +  r)^ l + e-8*^
- 2(1 - r r - + esít
+
- 4 ( l  +  r ) ( l - r ) " ^ ^ ^ ] ,  (2.52)
A =  ( H - r ) ^ + 3 ( l  +  r ) 2 ( l - r )  +  3 ( l - r ) 2 ( l  +  r) +  ( l - r ) ^  .
A tem peratura crítica pode ser determinada, na situação estacionária, através da resolução 
das equações =  0 e / ( r ,  k) = 0 .
Obtemos o seguinte resultado para a temperatm-a crítica
^  = 2.88 ,
e para a função de correlação
r  =  0.33 .
É interessante observar que esse resultado é exatam ente o mesmo que o obtido por Tomé 
e de Oliveira, usando a prescrição de Metropolis.
2.5 S istem a T rid im ension al Sem  C orrelações




A equação de movimento, tem  a mesma forma que nos casos anteriores, ou seja,
< (Tijk > = -2  < (Tijkw{aijk) >=
e^^*[-6mi -  2m.i+i -  2m,,_i] + 
g8fc[_2o^  ^— 8m,_i + 8m,-|.i] + 
lOmi — 107n,_i —
20m, +  +  10777.,_i +  1077i,+i]+
e-^^[Umi +  8mi_i +  8m,+i]+ (2.55) 
+ 2m,_i +  2mi+i] +  o(mi )
Se consideramos planos de spin distantes da fronteira, podemos colocar
m i - \  — m-i = rui-^i =  m, e obtemos a seguinte equação:
dm  , /
T —  =  -A m  +  o(m ) ,
onde
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g l 2 A :  g S A :  g - 4 f c  ^ - 8 k
A =  - 5 . ^ - 1 5 — - r r  +  10 +  45---. .._ . , + 3 0 - , - - , + 7 :l + ei2* l + l + e^fc i +  ^ 1 _l_ g-8fc  ^ 1 +
(2.56)
É fácil verificar que A >  0, se >  5.073. Ou seja, a tem peratura crítica do sistema 
neste caso vale K b Tc =  5.073J, que difere daquela esperada na apro5çimação de campo 
médio, K b Tc =  6J. Não calculamos o efeito das correlações entre primeiros ^âzinlios, no 
valor da tem peratura crítica. O valor encontrado para a  tem peratura crítica do modelo de 
Ising em três dimensões, através de expansões em séries de altas temperaturas^^^ é K b Tc 
=  4.511 . Certamente, se levássemos em conta as correlações, obteríamos um resultado 
mais próximo do obtido através de expansões em séries.
C apítu lo III 
D in âm ica  do M odelo  d e Ising em  um  C am po A leatório
3.1 O M odelo
Agora estudaremos a transição de fases dinâmica do modelo de Ising em um campo 
aleatório. 0  Hamiltoniano considerado neste problema, é dado pela expressão seguinte;
H  =  (3.1) 
(i,j) •
onde a soma se extende sobre todos os pares de spins , sendo J  a magnitude da interação 
entre os spins do sistema, constituído por N  spins. Na equação (3.1) íí,-, é o campo aleatório 
que atua sobre cada ponto da rede, e é dado pela seguinte distribuição de probabilidades;
P { H r )  =  + H )  +  6 { H i  -  H ) ]  . (3.2)
Na situação de equilíbrio termodinâmico, este problema foi estudado através de mé­
todos de grupo de renormalização, bem como, por aproximações de campo médio^^y
O diagram a de fases no plano tem peratura versus intensidade do campo aleatório, 
está representado na figura 3.1 :
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F ig u ra  3.1 -  D iagram a de fases para o m odelo de Ising 
em  um  cam po aleatório . T representa a tem peratura, h 
a in ten sid ad e do cam po. A linha  cheia  corresponde às iia n siçõ es  
de fase con tinuas, enquanto a linha pontilhada transições de 1** ordem .
A linha contínua é uma linha de transições contínuas, enquanto que a linha pontilha, 
da, nos fornece a  coexistência entre duas fases, as fases Ferro e Paramagnética. TCP é o 





T  =  -----z—
2
r  =  -  e =  0.43 
ó
Então estudamos, na aproximação de campo médio, o comportamento dinâmico deste 
sistema, quando o sistem a evolue no tem po de acordo com o processo descrito pela dinâmica 
de GlaubeA'^h Vamos supor que W ,^(cr,) seja a probabilidade, por unidade de tempo, para 
que o i-ésimo spin passe de cr^  onde o estado do sistema é representado por
a =  ( ( T i , a 2 , - . . ,< T ^ ) ,  onde cr^, a variável de spin no sítio i, tom a os valores ± 1 .  Sendo 
Wi{ai) a probabilidade de transição por unidade de tempo para “virar” o spin i teremos 
de acordo com Glauber que
=  — (1 -  aitanh(^Ei)) ,  (3.3)
onde:
A equação Mestra, para  o valor médio da magnetização, é dada por :
d  <  ai >  /  ^
Q -
dt
=  -  <  cr, >  +  <  tanh ^Ei >  , (3 .5)
\  /
para um a distribuição fixa de campos aleatórios, em um dado instante de tempo . Se 
N  oo, podemos escrever que
> . (3.6)
i ^ j
Tomando-se agora a  m édia sobre a distribuição de campos aleatórios, dada pela Eq.(3.2), 
podemos escrever que
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m = «  í7i > > =  í  < ai > P(H,)dHi . (3.7)
J  ~oo
Desta forma ficamos com a seguinte equação para  a evolução temporal de m;
- - m  + ^[tgh{/3Jm +l3H) + tg h { ^ J m - / 3 H ) ]  . (3.8)
3.2 R esu ltad os
Inicialmente, consideraremos as soluções da Eq.(3.8) para um dado valor de tempera 
tura, variando-se a intensidade do campo aleatório. A situação inicial (t= 0), é aquela 
na  qual a  magnetização é igual a 1 . Por exemplo, na Fig.3.2, para r  =  0.75, mostramos 
como a magnetização évolué com o tem po até atingir o estado estacionário, para diferentes 
xícilores do campo aleatório.
42
(ii«‘
F ig u r a  3 .2  -  M agnetizaçao  M em íunção do Tem po t, 
para diversos valores do cam po aleatório , para T =  0.75. 
Curva a (h = 0 .0  ); b (h = 0 .2 9 ); c (h = 0 .3 7 ); d (h = 0 .39 );  
e(h=r0.40); f(h = 0 .4 1 )
Notamos que a magnetização atinge um valor estacionário após um intervalo de tempo 
que depende da intensidade do campo aleatório. Além disso, a transição entre as fases ferro 
e param agnética pode ser determinada, avaliando-se o campo para o qual a magnetização 
vai a zero, depois de um tempo suficientemente longo. Nossos cálculos mostram que 
para esta tem peratura, a transição é contínua, e o campo crítico que obtemos coincide 
com o valor obtido na situação de equilíbrio termodinâmicô. Para  r  =  0.75, o ralor 
crítico é hc = 0.41. Fizemos curvas semelhantes àquelas da figura 3.2 para todos os
valores de tem peratura r  >  | ,  e os resultados obtidos para o campo crítico coincidem com 
todos aqueles determinados por Aharony^^^ no caso de transições de fases contínuas. Na 
figura 3.3, mostramos a  magnetização estacionária em função do campo, após um tempo 
suficientemente longo, tal que o estado estacionário pudesse ser atingido para todos os 
valores de campo considerados.
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F igura 3.3 -  M agnetização estacionária  M versus intensidade do 
cam po a leatório  h. T om am os T =  0. (õ.
Notamos claram ente que a  magnetização vai continuamente a  zero. Os estados esta­
cionários coincidem com aqueles obtidos no equilíbrio termodinâmico.
Na figura 3.4, mostramos como o tem po de relaxação varia em função do campo, para 
um dado valor de tem peratura.
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ttl
F i g u r a  3 . 4  -  Tempo de relaxação t em função da 
intensidade do campo aleatório h.
Notamos que o tem po para se atingir o estado estacionário, aumenta abruptam ente 
quando nos aproximamos do campo crítico determ inado no equilíbrio termodinâmico. Isso 
já  era esperado, pois próximo às transições de fases contínuas a magnetização é muito 
pequena, e se expandirmos a equação (3.8) para  m, obtemos :
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dm  
Oí—r -  =  dt
1 — sech^{(3H)^J]m , (3 .9 )





r = —- - . -»i,; ■ (310)
Quando estamos nas vizinhanças da transição de fases, o tempo F paxa se atingir 
o estado estacionário cresce indefinidamente, pois a condição para a transição de fases 
ocorrer é que Tc =  s e c h ^ ( ^ )  conforme pode ser verificado no trabalho de Aharony^^h
P ara tem peraturas menores que r  =  | ,  o comportamento da magnetização, após 
tempos suficientemente longos, pode ser exemplificado na figura 3.5 para r  =  0.30.
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F igura 3.5 -  M agnetização  M  em função da in tensidad e do 
cam po a leatório  h  no estad o  estacionário .
Notamos que, diferentemente do gráfico da  figura 3.3, onde a magnetização vai conti­
nuam ente a zero, neste caso a  magnetização sofre um a descontinuidade para um determi­
nado valor crítico de campo, ou seja, ela passa de um valor finito pará zero. Entretanto, 
o valor do campo crítico é maior que o determinado no equilíbrio termodinâmico, quando 
as energias livres das fases ferro e param agnética tornam-se iguais. Na realidade, o que 
estamos determ inando é o limite de estabilidade da fase ferromagnética. Através desse 
método, não conseguimos determ inar o limite de estabilidade da fase paramagnética.
Finalmente, na figura. 3.6, mostramos o diagrama de fases completo para todos os 
valores de tem peratura, após tempos suficientemente longos, para  que o sistema alcance a 
situação estacionária, para qualquer \^ o r  de campo.
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h
Figura 3 .6  -  Diag rama de iases para o modelo de Ising dinâmico 
num campo aleatório. Neste diagrama T  é a temperatura, h a 
intensidade do campo aleatório e TCP é um ponto tricritico dinâmico.
C onclusão
Neste trabalho estudamos dois problemas diferentes relativos à transição de fases em 
sistemas magnéticos. Em ambos os problemas a equação m estra que descreve a evolução 
temporal da distribuição de probabilidades desde um a situação de não equilíbrio até que 
seja alcançado um  estado estacionário. O primeiro problema tratado foi de um modelo 
de Ising sujeito a  um  gradiente de tem peratura. Determinamos os estados estacionários 
desse sistema em uma, duas e três dimensões e mostramos os perfis de magnetização à 
partir de condições de contorno aproriadas na superfície do sistema. Escolhemos duas 
taxas de transição diferentes para descrever a evolução em direção ao estado estacionário; 
a taxa de Metropolis, empregada frequentemente nas simulações de Monte Cario, e a taxa 
normalizada, proposta por Glauber.
Mostramos que o? estados estacionários são diferentes quando desprezamos correlações 
dentro do sistema. Por exemplo, em um a dimensão utilizando a prescrição de Metropolis, 
mostramos que o estado ferromagnético é instável mesmo se T =  0. Ao contrário, a 
prescrição de Glauber, fornece a tem peratura crítica correta em uma dimensão e o estado 
ferromagnético é instável para, tem peraturas maiores que zero.
Surpreendentemente, quando levamos em consideração as correlações apenas entre 
primeiros vizinhos, ambas as prescrições levam ao mesmo estado estacionário. As tempe-
raturas críticas obtidas, levando-se em conta as correlações, foram as mesmas para as duas 
taxas de transição.
No segundo problema, estudamos o comportamento dinâmico do modelo de Ising em 
um campo aleatório, através da taxa de transição proposta por Glauber. Determinamos o 
diagrama de fases no plano tem peratura versus intensidade do campo aleatório e mostramos 
que os estados estacionários coincidem com aqueles do equilíbrio no caso de transições de 
fases de segimda ordem. Por outro lado, para as transições de fases de primeira ordem nos­
sos resultados não são os mesmos que os obtidos na situação de equilíbrio. Fomos capazes 
de determ inar com este método apenas o limite de estabilidade da fase ferromagnética, cu­
jos campos críticos são superiores àqueles obtidos no equilíbrio, quando as energias livres 
das fases ferro e param agnética 'são iguais. Entretanto, a localização do ponto tricrítico 
coincide com aquela determ inada no equilíbrio termodinâmico.
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